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Exercice 1 (10 pts):

Pour chacune des questions qui suivent, dire, sans justification, si elle est vraie ou fausse. Pour chacune des
questions, il est compté un point si la réponse est exacte et zéro sinon.

1. Soient les expressions logiques
(+) p= (q = (n(m(r))) 4
(%) (non(q)) ou (non(r)) ou (non(p)).
1.1.0na: (x) & (*). /
1.2. L’expression (*) est vraie dans le cas ol I’on a I’expression : (p ou r ) est fausse.
2. Soient les quantificateurs @4, @, et Q5 € {3; V} et ’expression
(%) Qix €N, @,y €N, 0:z €N, x =yz.
(**%) n’est vraie que dans un seul cas.
3. Soient 4, B et C trois ensembles quelconques.
3.1. Onatoujours (AUBY\(AUuC)c AU (B\C).
32.0nn’ajamais (AUB}\(AUuC)=AU(B\C).
4. Soit P(x) = x> — 6x% + 13x — 10
4.1. (2 — x) divise P(x).
42.(2—1) et (2013 — i) sont des racines de P(x).
Soit f: R — R continue en 0 et en 1 et telle que f(x?) = f(x), alors f est constante.
Soit f: R — R continue et périodique alors f n’est pas bornée.
7. Soit f: [0, +oo[ - R continue et telle qu’il existe k ER t.q.: 0 < f(x) <k f: f(t)dt alors f = 0.

o

Exercice 2 (10 pts):

A (8 pis).. « Deux fonctions coniinues qui commutent se recoupent forcément. »
Soient f et g deux fonctions continues de [0,1] = R et commutant par composition c.4.d. : fog = gof.

1. Soit la fonction h(x) = f(x) — x . Montrer qu’ Sa € [0,1] t.q. h(a) = 0. On dit alors que a est un

point fixe de la fonction f.

Hypothése H : On suppose qu’il n’existe aucun L € [0,1] t.q. f(1) = g(D).

Soit ¢:[0,1] = Rt.q. ¢(x) = f(x) — g(x). Montrer que ¢ estde signe constant.

Soit la suite (i, ), définie par la donnée 1, = a et uy,,, = g(uy,).

3.1.Montrer que (u,), estbornée.

3.2. Montrer que Vn € N u,, estun point fixe de f .

3.3. Montrer que (u,,), est monotone et en déduire I’existence d’un certain [ € [0,1] tel que
lim,, o Uy =1

W N
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4.
4.1. Montrer que f(I) = letque g(l) =1
4.2. Conclure,

B (2 pts). « On ne peut étre dépassé par moins rapide que s0i »

Soient deux fonctions continues et dérivables f et g de [0,1] —» R* décrivant les trajectoires de deux corps
désignés par M, et M, dans le plan (0, x, ), le temps étant représenté par la variable x. On suppose qu’a
I’instant initial x = 0 les deux corps partent du méme endroit c.a.d. £(0) = g(0) et que M, se déplace en
tout instant plus vite que M; c..d. f'(x) < g’(x) Vx € [0,1] . Montrer alors que M; ne peut jamais dépasser
M, cad. f(x) < g(x) vx € [0,1].

Exercice 3 (9 pts):

Notations : Soient a et b deux entiers dans N*, on note b|a si b est un diviseur de a et on définit D, =
{d € N* : d|a } I’ensemble des diviseurs de a. On note, enfin, a A b le plus grand commun diviseur de a et b
qui vaut le plus grand élément de 'ensemble D, N Dy,

. Montrer que Dypp = Dy 0 Dy,
. Montrer que Va,b,c € N* (anb) Ac=(anb) A(bAc).

1
2

2
3. Soit n € N*, onpose S, = X2_, k3. Montrer que S, = (Br_, k)? = (ﬂ%ﬁ) :
4

. Soit un entier p € N* quelconque.
4.1. Calculer Szp A Sppyq.
4.2. Caleuler Spp45 A Sypsa-
4.3. Caleuler Sy, A Szp11 A Sopaa-
4.4. Calculer Syp44 A Sopi2 A Sapas- :
5. Calculer (S, AS;:1)ASns2 Yn € N*.

Probléme 1 (22 pts):

Partie A : Questions préliminaires (7 pts)

1. Soit (u,)ney une suite dans Z supposée convergente vers [ € R.
1.1 Montrer qu’il existe m e N t.q. Vin=>m lu, =1 < 1/4.
12 Montrerque Yn=m  |uy, — Uyl < 1/2.
1.3 En déduire que (4, )z €St constante.
« On a montré que si (Uy)nen  est une suite dans 7. convergente alors elle est stationnaire. »
2. Soient f une fonction continue et positive et F sa primitive sur [a,b] c.2.d: f: f)dt = F(x).
2.1 Montrer que F est croissante.
2.2 Supposons qu’3x, € [a, b] t.q. f(xg) > 0, montrer alors qu’il existe un intervalle I < [a, b] tel
que xo €[ etvérifiant f(x) >0 Vxel.
2.3 Déduire de 2.1 et 2.2 quesi f 2 0 telle que [ F(£)de = 0 alors f = 0.
2.4 S0itM € R" t.q. f < M et g une autre fonction continue et positive sur [a, b] . Montrer que

[y F©)g®yde < M [ g(e)dt.
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Partie B (7 pts):
T -
Soient p,q et n € N* . On définit P,(X) = % (X —p)"x" et Iy = j'u B,(x) sin(x) dx.
1. Montrer que B,(0) et P, (%) sont dans Z .
2. Montrer que '

: 0 sii#n
(Xn)m(o):{nl sii=n,
et que
n (P 0 sii#n
Ugnsand (E) B {n! q" sii=n

3. Endéduire que (B)W©0) et (B)® (g) €eZ  VkeN".
4. Veérifierqu’ IM € R*  supjo|X(gX —p)| < oM.

5. Montrer que vp,qg € N* I = 0.
Partie C (8 pts):
Supposons qu'd p,q € N* telsque n = 1;—.

I. Montrer que ¥n € N* I,€Z

2. Montrerqu’ilexiste NEN Vvn=>=N L,=0.
3. En déduire que Pm(n-/z) =0 Vn=N.

4. Savez-vous ce que vous avez démontré ?

Probléme 2 (9 pts):

2

—_— Yn €N
l/un+1+1/un

Soient uy, u, donnés dans R*™ et wu, ., =

0 1
Onpose v, ="/ e A= 1/2 1/2

(=
’

Montrer que u, > 0, Vn = 2.
2. Est ce que la suite (u,,),, peut &tre strictement croissante ou strictement décroissante ?

T v :
3. Onpose V, = ( o 1), Vnz2 et V)= (1’3)' Montrer, alors, que ¥, = A" 1.V;.

- Tae
4, Soient P = G _21 et D= (0 _1/2).

4.1. Calculer P71,
4.2. Calculer P.D.P~ ' et D™,
4.3, Calculer (P.D.P~1)™,

i

Déduire de ce qui précéde que V, = P.D" 1PV, et trouver ’expression de v,.
6. Trouver lim, ., Uy,.
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